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❡#+ ❝♦♥♥❡❝+-✱ 6✉❡❧6✉❡#♦✐+ ❧❡ ✢✉① ✭f✮✳

❊①❡♠♣❧❡&✿ ●)♥)+❛-❡✉+ ❞❡ -❡♥&✐♦♥ )❧❡❝-+✐3✉❡✱ ❣)♥)+❛-❡✉+ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡✱

-❤❡+♠♦&-❛-✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✸✴✺✵
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➱❧❡♠❡♥% &'(✐(%✐❢

R : r
e

f

❋✐❣✉$❡ ✼✿ ➱❧❡♠❡♥, $-.✐.,✐❢ ❞❡ ✈❛❧❡✉$ r✳

▲✬"❧"♠❡♥' (")✐)'✐❢ ❡)' ❞"✜♥✐ ♣❛( ✉♥❡ (❡❧❛'✐♦♥ )'❛'✐2✉❡ ✭ ✐✳❡✳

✐♥❞"♣❡♥❞❛♥'❡ ❞✉ '❡♠♣)✮ ❧✐❛♥' ❧✬❡✛♦(' e ❡' ❧❡ ✢✉① f ✳

•
❈❛% ❧✐♥(❛✐)❡✿

e(t) = r × f(t) ✭✺✮

•
❈❛% ❣(♥()❛❧✿

e(t) = r [f(t)] ✭✻✮

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✹✴✺✵
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❊①❡♠♣❧❡& ❞✬)❧)♠❡♥+& ,)&✐&+✐❢&

❉♦♠❛✐♥❡ ■♥(❡)♣)+(❛(✐♦♥ ❋♦)♠✉❧❛(✐♦♥

❚!❛♥$❧❛&✐♦♥

❋!♦&&❡♠❡♥& ✈✐$-✉❡✉① F = rV

❋!♦&&❡♠❡♥& $❡❝ F = r × $❣♥(V )

❘♦&❛&✐♦♥

❋!♦&&❡♠❡♥& ✈✐$-✉❡✉① Γ = rω

❋!♦&&❡♠❡♥& $❡❝ Γ = r × $❣♥(ω)

❍②❞!❛✉❧✐-✉❡

❘❡$&!✐❝&✐♦♥ ♣♦✉! ✉♥ 7❝♦✉❧❡♠❡♥& ❧❛♠✐♥❛✐!❡ p = rQ

❘❡$&!✐❝&✐♦♥ ♣♦✉! ✉♥ 7❝♦✉❧❡♠❡♥& &✉!❜✉❧❡♥& p = rQ2

➱❧❡❝&!✐❝✐&7 ❘!"✐"$❛♥❝❡ U = rI

❚❛❜❧❡ ✷✿ ➱❧❡♠❡♥*+ ,-+✐+*✐❢+ ❞❛♥+ ❞✐✛-,❡♥*+ ❞♦♠❛✐♥❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❤②+✐6✉❡

✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✶ ♣♦✉, ❧❡+ ♥♦*❛*✐♦♥+✮✳

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♣❛+ ❇♦♥❞ ●+❛♣❤& ▼❛+❝ ❘#❜✐❧❧❛(✱ 3■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✺✴✺✵
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➱❧❡♠❡♥% ✐♥❡'%✐❡❧

I : i
e

f

❋✐❣✉$❡ ✽✿ ➱❧❡♠❡♥, ✐♥❡$,✐❡❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉$ i✳

▲✬"❧"♠❡♥' ✐♥❡)'✐❡❧ ❡*' ❞"✜♥✐ ♣❛) ✉♥❡ )❡❧❛'✐♦♥ *'❛'✐1✉❡ ❧✐❛♥' ❧❡

✢✉① f(t) ❡' ❧❡ ♠♦♠❡♥' p(t)✿

p(t) = i× f(t) ❛✈❡❝ p(t) =

∫ t

0

e(τ)dτ ✭✼✮

1✉✐ *✬"❝)✐' ❡♥❝♦)❡✿

f(t) =
1

i

∫ t

0

e(τ)dτ ♦✉ e(t) = i
df

dt
✭✽✮

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✻✴✺✵
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❊①❡♠♣❧❡& ❞✬)❧)♠❡♥+& ✐♥❡-+✐❡❧&

❉♦♠❛✐♥❡ ■♥(❡)♣)+(❛(✐♦♥ ❋♦)♠✉❧❛(✐♦♥/

❚!❛♥$❧❛&✐♦♥ ▼❛$$❡ ❡♥ &!❛♥$❧❛&✐♦♥ F = M
dV

dt
V =

1

M

∫
t

0

F (τ)dτ

❘♦&❛&✐♦♥ ▼❛$$❡ ❡♥ !♦&❛&✐♦♥ Γ = J
dω

dt
ω =

1

J

∫
t

0

Γ(τ)dτ

❍②❞!❛✉❧✐0✉❡ ❚✉❜❡ p = I
dQ

dt
Q =

1

I

∫
t

0

p(τ)dτ

➱❧❡❝&!✐❝✐&4 ■♥❞✉❝&❛♥❝❡ U = L
dI

dt
I =

1

L

∫
t

0

U(τ)dτ

❚❛❜❧❡ ✸✿ ➱❧❡♠❡♥*+ ✐♥❡-*✐❡❧+ ❞❛♥+ ❞✐✛0-❡♥*+ ❞♦♠❛✐♥❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❤②+✐5✉❡

✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✶ ♣♦✉- ❧❡+ ♥♦*❛*✐♦♥+✮✳
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❙!♦❝❦❛❣❡ ❞✬*♥❡,❣✐❡ ❝✐♥*!✐.✉❡

▲✬"❧"♠❡♥' ✐♥❡)'✐❡❧ 0!♦❝❦❡ ❞❡ ❧✬*♥❡,❣✐❡ ❝✐♥*!✐.✉❡✳

E(t) =

∫ t

0

e(τ)f(τ)dτ =

∫ t

0

i
df

dτ
f(τ)dτ =

1

2
if 2(t) ✭✾✮

❊①❡♠♣❧❡&✿

❚)❛♥&❧❛,✐♦♥ E(t) =
1

2
MV 2(t)

➱❧❡❝,)✐❝✐,1 E(t) =
1

2
LI2(t)

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✽✴✺✵
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➱❧❡♠❡♥% ❝❛♣❛❝✐%✐❢

C : c
e

f

❋✐❣✉$❡ ✾✿ ➱❧❡♠❡♥, ❝❛♣❛❝✐,✐❢ ❞❡ ✈❛❧❡✉$ c✳

▲✬"❧"♠❡♥' ❝❛♣❛❝✐'✐❢ ❡-' ❞"✜♥✐ ♣❛0 ✉♥❡ 0❡❧❛'✐♦♥ -'❛'✐3✉❡ ❧✐❛♥'

❧✬❡✛♦0' e(t) ❡' ❧❡ ❞"♣❧❛❝❡♠❡♥' q(t)✿

q(t) = c× e(t) ❛✈❡❝ q(t) =

∫ t

0

f(τ)dτ ✭✶✵✮

3✉✐ -✬"❝0✐' ❡♥❝♦0❡✿

e(t) =
1

c

∫ t

0

f(τ)dτ ♦✉ f(t) = c
de

dt
✭✶✶✮

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✶✾✴✺✵
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❊①❡♠♣❧❡& ❞✬)❧)♠❡♥+& ❝❛♣❛❝✐+✐❢&

❉♦♠❛✐♥❡ ■♥(❡)♣)+(❛(✐♦♥ ❋♦)♠✉❧❛(✐♦♥/

❚!❛♥$❧❛&✐♦♥ ❘❡$$♦!& ❧✐♥+❛✐!❡ V =
1

k

dF

dt
F = k

∫
t

0

V (τ)dτ

❘♦&❛&✐♦♥ ❘❡$$♦!& ❞❡ &♦!$✐♦♥ ω =
1

k

dΓ

dt
Γ = k

∫
t

0

ω(τ)dτ

❍②❞!❛✉❧✐0✉❡ ❘+$❡!✈♦✐! Q = C
dp

dt
p =

1

C

∫
t

0

Q(τ)dτ

➱❧❡❝&!✐❝✐&+ ❈♦♥❞❡♥$❛&❡✉! I = C
dU

dt
U =

1

C

∫
t

0

I(τ)dτ

❚❛❜❧❡ ✹✿ ➱❧❡♠❡♥*+ ❝❛♣❛❝✐*✐❢+ ❞❛♥+ ❞✐✛23❡♥*+ ❞♦♠❛✐♥❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❤②+✐7✉❡

✭❝❢✳ ❚❛❜✳ ✶ ♣♦✉3 ❧❡+ ♥♦*❛*✐♦♥+✮✳
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❙!♦❝❦❛❣❡ ❞✬*♥❡,❣✐❡ ♣♦!❡♥!✐❡❧❧❡

▲✬"❧"♠❡♥' ❝❛♣❛❝✐'✐❢ 0!♦❝❦❡ ❞❡ ❧✬*♥❡,❣✐❡ ♣♦!❡♥!✐❡❧❧❡✳

E(t) =

∫ t

0

e(τ)c
de

dτ
dτ =

1

2
ce2(t) =

1

2

q2(t)

c
✭✶✷✮

❊①❡♠♣❧❡&✿

❚)❛♥&❧❛,✐♦♥ E(t) =
1

2
kx2(t)

➱❧❡❝,)✐❝✐,1 E(t) =
1

2

q2(t)

C

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✶✴✺✵
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▼❛❝❤✐♥❡' ✏✐❞*❛❧❡'✑

❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐❞)❛❧❡ M +)❛❧✐,❡ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡+,✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐,,❛♥❝❡

,❛♥, ❛✉❝✉♥❡, ♣❡+1❡,✳

M
e1

f1

e2

f2

❋✐❣✉$❡ ✶✵✿ ▼❛❝❤✐♥❡ ✐❞/❛❧❡M✳

▲❛ ❝♦♥,❡+✈❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ✐♠♣♦,❡ ❛❧♦+,✿

e1f1 = e2f2 ✭✶✸✮

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✷✴✺✵
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❚!❛♥$❢♦!♠❛(❡✉!

TF : m
e1

f1

e2

f2

❋✐❣✉$❡ ✶✶✿ ❚$❛♥+❢♦$♠❛/❡✉$ ❞❡ $❛♣♣♦$/ m✳

▲❡ "#❛♥&❢♦#♠❛"❡✉# ♠✉❧"✐♣❧✐❡ ❧❡ ✢✉① f1 ♣❛# m ♣♦✉# ❣/♥/#❡# ❧❡

✢✉① f2✳

f2 = mf1

e1 = me2
✭✶✹✮
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❊①❡♠♣❧❡& ❞❡ ()❛♥&❢♦)♠❛(❡✉)&

❉♦♠❛✐♥❡ ❚(❛♥)❢♦(♠❛+❡✉(

❚!❛♥$❧❛&✐♦♥ ▲❡✈✐❡!

❘♦&❛&✐♦♥ ❊♥❣!❡♥❛❣❡

➱❧❡❝&!✐❝✐&1 ❚!❛♥$❢♦!♠❛&❡✉! 1❧❡❝&!✐5✉❡

▼1❝❛♥♦✲❤②❞!♦❧✐5✉❡ ❱1!✐♥

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❚'❛♥)❢♦'♠❛-❡✉') ❞❛♥) ❞✐✛2'❡♥-)

❞♦♠❛✐♥❡) ❞❡ ❧❛ ♣❤②)✐6✉❡
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 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

●②"❛$❡✉"

GY : m
e1

f1

e2

f2

❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ●②$❛,❡✉$ ❞❡ $❛♣♣♦$, m✳

▲❡ ❣②$❛&❡✉$ ♠✉❧&✐♣❧✐❡ ❧❡ ✢✉① f1 ♣❛$ m ♣♦✉$ ❣-♥-$❡$ ❧✬❡✛♦"$ e2✳

e2 = mf1

e1 = mf2
✭✶✺✮

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✺✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡& ❞❡ ❣②*❛,❡✉*&

❉♦♠❛✐♥❡ ●②)❛*❡✉)

❘♦"❛"✐♦♥ ●②(♦)❝♦♣❡

▼.❝❛♥♦✲.❧❡❝"(✐1✉❡ ▼❛❝❤✐♥❡ 4 ❝♦✉(❛♥" ❝♦♥"✐♥✉

▼.❝❛♥♦✲.❧❡❝"(✐1✉❡ ➱❧❡❝"(♦✲❛✐♠❛♥"

➱❧❡❝"(✐❝✐". ❈❛♣"❡✉( 4 ❡✛❡" ❍❛❧❧

❚❛❜❧❡ ✻✿ ●②)❛*❡✉), ❞❛♥, ❞✐✛1)❡♥*, ❞♦♠❛✐♥❡, ❞❡

❧❛ ♣❤②,✐6✉❡

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✻✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❉❡ ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❛✉① ❇♦♥❞ ●/❛♣❤'

➱❧2♠❡♥4' ❞✬✉♥ ❇♦♥❞ ●/❛♣❤

❏♦♥❝4✐♦♥'

❈♦♥'4/✉❝4✐♦♥ ❞✬✉♥ ❇♦♥❞ ●/❛♣❤

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✼✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❈♦♠♠❡♥% &❡❧✐❡& ❡♥%&❡ ❡✉① ❧❡+ ❞✐✛.&❡♥%+ .❧❡♠❡♥%+❄

❯♥❡ ❥♦♥❝&✐♦♥ J ♣❡)♠❡& ❞❡ )❡❧✐❡) ❡♥&)❡ ❡✉① N /❧/♠❡♥&0 ❞✬✉♥ ❇♦♥❞ ●)❛♣❤✳

J
e1

f1

e2f2

e3

f3

❋✐❣✉$❡ ✶✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❥♦♥❝3✐♦♥ J 4 N = 3 ❧✐❡♥$✳

▲❛ ❝♦♥%❡'✈❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐%%❛♥❝❡ ✐♠♣♦%❡✿

N∑
n=1

anenfn = 0 ❛✈❡❝ an = ±1 %❡❧♦♥ ❧❡ %❡♥% ❞❡ ❧❛ ✢2❝❤❡✳

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ♣❛+ ❇♦♥❞ ●+❛♣❤& ▼❛+❝ ❘#❜✐❧❧❛(✱ 3■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✽✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❏♦♥❝$✐♦♥ ✶ ✭✢❯①✿ ❯♥✮

1 : F
e1

f1

e2f2

e3

f3

❋✐❣✉$❡ ✶✹✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❥♦♥❝3✐♦♥ 1 4 N = 3 ❧✐❡♥5✳

▲❡" ✢✉① "✉$ %♦✉" ❧❡" ❧✐❡♥" ❛$$✐✈❛♥% ♦✉ ♣❛$%❛♥% ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝%✐♦♥ 1 "♦♥%

✐❞❡♥'✐(✉❡)✿

f1 = f2 = f3 = . . . = fN = F ✭✶✻✮

▲❛ ❝♦♥"❡$✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ✐♠♣♦"❡ ❛❧♦$"✿

N∑
n=1

anen = 0 ❛✈❡❝ an = ±1 "❡❧♦♥ ❧❡ "❡♥" ❞❡ ❧❛ ✢8❝❤❡✳

❊①❡♠♣❧❡&✿ ❧♦✐ ❞❡& ♠❛✐❧❧❡&✱ ♣-✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥1❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐3✉❡✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✷✾✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❏♦♥❝$✐♦♥ ✵ ✭❡✛❖+$✿ ③❡+❖✮

0 : E
e1

f1

e2f2

e3

f3

❋✐❣✉$❡ ✶✺✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❥♦♥❝3✐♦♥ 0 4 N = 3 ❧✐❡♥5✳

▲❡" ❡✛♦#$% "✉$ %♦✉" ❧❡" ❧✐❡♥" ❛$$✐✈❛♥% ♦✉ ♣❛$%❛♥% ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝%✐♦♥ 0 "♦♥%

✐❞❡♥$✐)✉❡%✿

e1 = e2 = e3 = . . . = eN = E ✭✶✼✮

▲❛ ❝♦♥"❡$✈❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐""❛♥❝❡ ✐♠♣♦"❡ ❛❧♦$"✿

N∑
n=1

anfn = 0 ❛✈❡❝ an = ±1 "❡❧♦♥ ❧❡ "❡♥" ❞❡ ❧❛ ✢8❝❤❡✳

❊①❡♠♣❧❡&✿ ❧♦✐ ❞❡& ♥♦❡✉❞&✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✵✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❉❡ ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❛✉① ❇♦♥❞ ●/❛♣❤'

➱❧2♠❡♥4' ❞✬✉♥ ❇♦♥❞ ●/❛♣❤

❏♦♥❝4✐♦♥'

❈♦♥'4/✉❝4✐♦♥ ❞✬✉♥ ❇♦♥❞ ●/❛♣❤

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✶✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❙②"#$♠❡" ♠'❝❛♥✐,✉❡"

▼'#❤♦❞♦❧♦❣✐❡✿

✶✳ ❆♥❛❧②'❡✿ ❝❤♦✐'✐. ✉♥ .❡♣1.❡ ❡2 ♦.✐❡♥2❡. ❧❡' ✈❛.✐❛❜❧❡'✳

✷✳ ▼❛27.✐❛❧✐'❡. ❝❤❛8✉❡ ✈✐2❡''❡ ♣❛. ✉♥❡ ❥♦♥❝2✐♦♥ ✶✳

✸✳ ❈♦♥'2.✉✐.❡ ❞❡' .❡❧❛2✐♦♥' ❡♥2.❡ ❧❡' ✈✐2❡''❡' ❛✈❡❝ ❞❡'

❥♦♥❝2✐♦♥' ✵✳

✹✳ ❈♦♥♥❡❝2❡. ❧❡' 7❧7♠❡♥2' I✱ R✱ C ❛✉① ❥♦♥❝2✐♦♥'✳

✺✳ C❧❛❝❡. ❧❡' '♦✉.❝❡'✳

✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡. '✐ ♣♦''✐❜❧❡✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✷✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

✷✿ ▼❛$%&✐❛❧✐)❡& ❝❤❛-✉❡ ✈✐$❡))❡ ♣❛& ✉♥❡ ❥♦♥❝$✐♦♥ ✶

1 : V1 1 : V2 1 : V3 1 : V4

❋✐❣✉$❡ ✶✼✿ ▼❛+,$✐❛❧✐.❛+✐♦♥ ❞❡. ✈✐+❡..❡.✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✹✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

✸✿ ❈♦♥%&'✉✐'❡ ❞❡% '❡❧❛&✐♦♥% ❡♥&'❡ ❧❡% ✈✐&❡%%❡%

1 : V1 1 : V2 1 : V3 1 : V4

❋✐❣✉$❡ ✶✽✿ ▼❛+,$✐❛❧✐.❛+✐♦♥ ❞❡. ❞✐✛,$❡♥❝❡. ❞❡ ✈✐+❡..❡.✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✺✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

✹ ✫ ✺✿ ➱❧&♠❡♥*+ I✱ R✱ C ❡* +♦✉/❝❡+

1 : V1 1 : V2 1 : V3 1 : V4

❋✐❣✉$❡ ✶✾✿ ❈♦♥♥❡❝-❡$ ❧❡/ /♦✉$❝❡/ ❡- ❧❡/ 0❧0♠❡♥-/ I✱ R✱ C ❛✉① ❥♦♥❝-✐♦♥/✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✻✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❙②"#$♠❡" '❧❡❝#*✐,✉❡"

▼'#❤♦❞♦❧♦❣✐❡✿

✶✳ ❆♥❛❧②'❡✿ ❞+,❡-♠✐♥❛,✐♦♥ ❞❡' ♣♦,❡♥,✐❡❧' ❡, ❝❤♦✐① '✉- ❝❤❛6✉❡

❜-❛♥❝❤❡ ❞✬✉♥ '❡♥' ❞❡ ❝✐-❝✉❧❛,✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉-❛♥,✳

✷✳ ❆✛❡❝,❡- ✉♥❡ ❥♦♥❝,✐♦♥ ✵ = ❝❤❛6✉❡ ♣♦,❡♥,✐❡❧✳

✸✳ ■♥'+-❡- ✉♥❡ ❥♦♥❝,✐♦♥ ✶ ❡♥,-❡ ❝❤❛6✉❡ ❥♦♥❝,✐♦♥ ✵ '✐ ✉♥

+❧+♠❡♥, I✱ R ♦✉ C ♦✉ ✉♥❡ '♦✉-❝❡ ❡', '✐,✉+ ❡♥,-❡ ❧❡' ❞❡✉①

♣♦,❡♥,✐❡❧' ❝♦--❡'♣♦♥❞❛♥,✳

✹✳ ❆✛❡❝,❡- ❧❡' '❡♥' ❞❡ ,-❛♥'♠✐''✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐''❛♥❝❡ ❡♥ -❡❧✐❛♥,

❧❡' ❥♦♥❝,✐♦♥' ♣❛- ❞❡' ❧✐❡♥'✳

✺✳ C❧❛❝❡- ❧❡' +❧+♠❡♥,' R✱ C ❡, L ❛✐♥'✐ 6✉❡ ❧❡' '♦✉-❝❡'✳

✻✳ ❙✐♠♣❧✐✜❡- '✐ ♣♦''✐❜❧❡✳

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✼✴✺✵

 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥

❊①❡♠♣❧❡

M

Ue

R

C

L

Us

i2

i1

i3

❋✐❣✉$❡ ✷✵✿ ❙②+,-♠❡ /❧❡❝,$✐2✉❡ 3 ♠♦❞/❧✐+❡$✳

✶✿ ❆♥❛❧②,❡

▼♦❞*❧✐#❛,✐♦♥ ♣❛0 ❇♦♥❞ ●0❛♣❤# ▼❛0❝ ❘*❜✐❧❧❛,✱  ■▼▼✱ ❊◆❙❆▼ ✸✽✴✺✵



 ✉✐##❛♥❝❡ ➱❧*♠❡♥,# ❏♦♥❝,✐♦♥# ❈♦♥#,0✉❝,✐♦♥
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II - Causalité 

I. BUT 
Quand le système A transmet de la puissance au système B, nous avons : 

 

 

La demi-flèche signale le sens de transmission de la puissance. Deux possibilités : 

 

 

 

 

 

 

La barre signale quel système impose l’effort (entrée, cause) lors de la 

transmission de la puissance. 
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Causalité 

 

 

La causalité … 

 

a) définit la cause et la conséquence, 

b) va structurer les équations, 

c) permet dans certains cas de détecter des erreurs de modélisation. 

 

Remarque :  

« Barre de causalité » et « demi flèche » sont deux notions indépendantes  
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Causalité 

II. Causalité des éléments de base 

 

   Source d’effort 
  L’effort est imposé par la source. 

 La source subit le flux. 

 

   Source de flux 

 Le flux est imposé par la source. 

 La source subit l’effort. 
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Se :     B 

Sf : B 
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Causalité 

Jonction 0 

La jonction 0 correspond à une égalité des efforts: 

- un seul lien peut imposer l’effort à la jonction. 

- un seul lien avec barre de causalité auprès de la jonction. 

 

    e2 est imposé à la jonction: 

 

     

    La jonction impose à son tour f2:  

II - Causalité 

{ }2431 eeee ===

4312 ffff ++-=
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e 1 

f 1 

e 4 
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e 3     f 3 

e 2     f 2 
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Causalité 

Jonction 1 

La jonction 1 correspond à une égalité des flux: 

- un lien peut imposer son flux à la jonction. 

- un seul lien sans barre de causalité auprès de la jonction. 

 

    f2 est imposé à la jonction: 

 

     

    La jonction impose à son tour e2:  

{ }2431 ffff ===

4312 eeee ++-=
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Causalité 

Transformateur  
Premier cas 

 
 

Second cas 

 
 

 
 

Règle : Il n’y a qu’une seule barre de causalité auprès du TF. 
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Causalité 

Gyrateur 
 Premier cas 

 

 

 
 Second cas 

 
 

 
Règle : Il y a 2 ou aucune barre(s) de causalité auprès du GY. 

î
í
ì

=

=

1.2

2.1

fre

fre

ï
î

ï
í

ì

=

=

2
1

1

1.
1

2

e
r

f

e
r

f

G Y   :   r 
e 1 

f 1 

e 2 

f 2 

effort effort 

II - Causalité 

effort effort 

GY:r     
e 1 

f1 

e 2 

f 2 
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Causalité 

Résistance 

Deux types de causalités sont possibles : 

        

       e= R·f  

 

 

      

                                       
e

R
f

1
=

effort 

effort 

II - Causalité 

e 

f 
R 

e 

f 
R 
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Causalité 

Inductance  

Deux types de causalités sont possibles : 

                                        Causalité dérivée 

 

 

      
             Causalité intégrale 

 

dt

df
Ie=

ò ×= dte
I

1
f

effort 

effort 

II - Causalité 

e 

f 
I 

e 

f 
I 
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Causalité 

Capacité 
Deux types de causalités sont possibles : 

                                    

          Causalité intégrale 

 

 

      

             

 

              Causalité dérivée 

 

ò ×= dtf
C

1
e

dt

de
Cf =

effort 

effort 

II - Causalité 

e 

f 
C 

e 

f 
C 
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Causalité 

Remarques 

Il est souhaitable d’obtenir les équations sous la forme :  

  

qui conduit à l’implémentation : 

C’est une équation différentielle ordinaire (ODE). On utilise alors une méthode 

d’intégration explicite, comme par exemple celle de Runge Kutta. 

Lorsque certains éléments restent en causalité dérivée, nous aurons les équations 

de la forme : 

Les méthodes d’intégration qui en résultent sont dites implicites. Elles sont plus 

délicates à utiliser. 

),,( texfx=&

ò=
t

texftx
0

dt.),,()(

0),,,( =texxg &

II - Causalité 
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Causalité 

III PROPAGATION DE LA CAUSALITÉ 

Règles de propagation 

1) Affecter les causalités imposées par les sources. 

2) Mettre les éléments I et C en causalité intégrale. 

3) Propager les causalités aux jonctions, aux transformateurs et aux 

gyrateurs. 

4) Affecter les causalités aux éléments R. 

5) Si un conflit de causalité apparaît sur une jonction, changer une 

causalité intégrale en une causalité dérivée et reprendre en 3. 

II - Causalité 
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Causalité 

Exemple 

 
• Etape 1 : Affecter les causalités imposées par les sources. 

 

II - Causalité 

V23 V12 
V34 

V4 

:m 

:C2 

:C1 

:R3 

:R2 
:V13 

:V3 

:R1 

:C3 

:V1 :F 
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Causalité 

 

• Etape 2 : Mettre les éléments I et C en causalité intégrale. 

 

II - Causalité 

V23 V12 
V34 

V4 

:m 

:C2 

:C1 

:R3 

:R2 
:V13 

:V3 

:R1 

:C3 

:V1 :F 
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Causalité 

 

• Etape 3 : Propager les causalités 

II - Causalité 

V23 V12 
V34 

V4 

:m 

:C2 

:C1 

:R3 

:R2 
:V13 

:V3 

:R1 

:C3 

:V1 :F 
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Causalité 

V.  CAUSALITÉ MIXTE 
 

Inertie du levier négligeable et une masse à chaque extrémité. 

 

 

 

 

 

 

Deux causalités sont possibles   

M1 M2

k

F

a b

V1
V2

a

b

V

V
=

1

2

II - Causalité 
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Causalité 

 

Première causalité possible 

 

 

 

 

 

 

I:M2 est en causalité dérivée!   

II - Causalité 

Se : F 

I: M1 

TF:b/a  

I:M2  

1:V2  C: 1/k  1:V1 
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Causalité 

Seconde causalité possible 

 

 

 

 

 

 
I:M1 est en causalité dérivée! 

 

NB : On pourrait supprimer l’élément en causalité dérivée en introduisant de la 

flexibilité sur le bras de levier. La causalité dérivée provient d’une 
modélisation simplifiée et peut disparaître si on modélise plus finement le 

système.  

II - Causalité 

Se : F 

I: M1 

TF:b/a  

I:M2  

1:V2  C: 1/k  1:V1 
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Causalité 

VI. CAUSALITÉ NON DÉFINIE 
 

 

Considérons la connexion de deux batteries : 

II - Causalité 

U V 
Se : -V Se:U :i 

Conflit de causalité sur la jonction 1.  
Le courant résultant n’est pas calculable,  
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Causalité 

Introduisons une résistance R: 

 

 

 

 

 

Deux modélisations sont alors possibles : 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plus de problème de causalité, le courant se calcule par : 

II - Causalité 

:V 

:R 

:U 

:i :R 

:moins_V 

:U 

:i 

R

VU
i

-
=

U V 

R 



1 

III - Équations déduites du Bond Graph 

I Du BG au TRANSFERT 
 

 

 

 

But:  

 

Quelles sont les équations et les 

moyens de calculs associées au BG ? 

 

Rappel: une fonction de transfert à une 

entrée et une sortie. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

 

 

 

 

Sources 

• Source de flux 

Entrée f, sortie e 

• Source d’effort 

Entrée e, sortie f 

S f   B 

S e     B 

f 

e 

e 
f 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

Premier cas : entrée f, sortie e    

 

 

 

 

Deuxième cas : entrée e, sortie f 

 

 

 

e 

f 

R 

e 

f 

R 

f 

e 

1 / R 

f 
R 

e 

Résistance 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

     

Premier cas: causalité intégrale (à préférer) 

Entrée e, sortie f  

 

 

 

 

Deuxième cas: causalité dérivée (à éviter) 

Entrée f, sortie e 

e 

f 

I 

e 

f 

I 

f 

e 
1 / I p 

f 

e 

I p 

Inductance 

Remarque: Les éléments du BG en causalité intégrale se traduisent par des 

intégrateurs dans le schéma fonctionnel. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

Premier cas: causalité intégrale (à préférer) 

Entrée f, sortie e  

 

 

 

Deuxième cas: causalité dérivée (à éviter) 

Entrée e, sortie f 

 

 

 

 

e 

f 

C 

e 

f 

C 

C p 

f 

e 

1 / C p 
f 

e 

Capacité 

Remarque: Les éléments du BG en causalité intégrale se traduisent par des 

intégrateurs dans le schéma fonctionnel. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

Premier cas: 

Effort d’entrée e2, effort de sortie e1 

Flux d’entrée f1, flux de sortie f2 

 

 

 

Deuxième cas: 

Effort d’entrée e1, effort de sortie e2 

Flux d’entrée f2, flux de sortie f1 

 

T f   :   m 
e 1 

f 1 

e 2 

f 2 

T f   :   m 
e 1 

f 1 

e 2 

f 2 1 / m 
f 1 

e 1 
e 2 

f 2 

1 / m 

m 

f 1 

e 1 

m 

e 2 

f 2 

Transformateur 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

Premier cas: 

Flux en entrée f1, f2 

Efforts en sortie e1, e2 

 

 

 

Deuxième cas: 

Efforts en entrée e1, e2 

Flux en sortie f1, f2 

 

G Y   :   r 
e 1 

f 1 

e 2 

f 2 

G Y   :   r 
e 1 

f 1 

e 2 

f 2 

r 

f 1 

e 1 e 2 

f 2 
r 

1 / r 

f 1 

e 1 e 2 

f 2 
1 / r 

Gyrateur 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Entrée e2 et sortie f2. 

 

 

 

Remarque: Attention au(x) signe(s) ! 

0   :   e 
e 1 

f 1 

e 4 

f 4 

e 3     f 3 

e 2     f 2 

e 3 

e 2 

e 1 e 4 

f 1 

f 3 

f 2 

f 4 
- 

Jonction 0 

4312 ffff ++-=

{ }2431 eeee ===
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 
 

1   :   f 
e 1 

f 1 

e 4 

f 4 

e 3     f 3 

e 2     f 2 

e 3 

e 2 

e 1 e 4 

f 1 

f 3 

f 2 

f 4 

+ 
+ 

- 

Jonction 1 

Entrée f2 et sortie e2. 

4312 eeee ++-=

{ }2431 ffff ===

Remarque: Attention au(x) signe(s) ! 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

 

 

1. Changer les liens du BG en deux signaux (flux, effort). 

2. Remplacer chaque jonction 1 (respectivement jonction 0) en une somme 

algébrique d’efforts (respectivement de flux). 

3. En tenant compte de la causalité, remplacer chaque composant par la 

fonction de transfert correspondante. 

4. Réorganiser le schéma fonctionnel obtenu pour placer la variable 

d’entrée à gauche et la variable de sortie à droite. 

5. Simplifier le schéma fonctionnel. 

6. Calculer la fonction de transfert. 

 

 

Obtention de la fonction de transfert 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

m 

k b 

F 

Vx 

Exemple mécanique 

)p(F

)p(Vx
Calcul de :  
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

1. Changer les liens du BG en deux signaux  

(flux, effort). 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

2. Remplacer chaque jonction 1 en une somme algébrique d’efforts 

3. Remplacer chaque composant par la fonction de transfert 

correspondante. 

4. Placer la variable d’entrée à gauche et la variable de sortie à 

droite. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

5. Simplifier le schéma fonctionnel. 

6. Calculer la fonction de transfert. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque 

Le schéma fonctionnel traduit les relations de cause à effet entre les 

différents éléments. Ainsi, la notion de causalité est véhiculée par le sens 

des signaux qui entrent et sortent de chacun des blocs de transfert. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 
 

i 

C 

L 

R 

Ue Us 

i1 

i2 

Exemple électrique 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

Ce Bond Graph se traduit par : 

 

C:C 

1:i1 

Se:Ue I:L 0:Ue 

f3 e3 

f4 e4 

f1 

e1 
f2 e2 

0:Us 

1:i2 
e8 f8 e6 f6 

e5 

f5 

R:R 

f7 e7 

R
1
R
1

f7 

f3 

f4 

e4 
e5 

+ 

- 

+ 

+ 

+    f5 f1 

e2 

e8 

f2 

f8 

e7 

-   e6 

-    e3 

e1 

f6 

R
1

pC

1

×

pL

1

×
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III - Équations déduites du Bond Graph 

Nouvelle organisation des blocs: 

 

e5 

Us e4 

-    e6 

+    f5 

-      f7 

-   e3 

e7 

+ 

f3 

e8 

Ue 

pC

1

× pL

1

×

R

1

Déplaçons le terme 1/R et 

combinons les deux sommateurs : 

Us 

-  
+ 

- + 

+ 

Ue 

pL

1

×pC

1

×

R
1

R
1
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III - Équations déduites du Bond Graph 

Regroupons et simplifions: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Conclusion  

( )
( )

( )
2pCLRpLR

pLpCR1

pUe

pUs

×××+×+

××××+
=
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

C

I

q

p
x ú

û

ù
ê
ë

é
=

C

I

f

e
x&

II DU BG A LA RÉPRESENTATION D’ÉTAT 

Le vecteur d’état est composé des variables d’énergie  

pI et qC associées aux éléments I et C du BG. 

Propriétés : 

 a) Si tous les éléments sont en causalité intégrale, la dimension 

du vecteur d’état est égale au nombre des éléments I et C. 

 b) Si parmi les n éléments I et C il en existe m en causalité 

dérivée, alors la dimension du vecteur d’état est n-m.  

(1)  (2)  

Vecteur d’état 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

î
í
ì

×+×=

×+×=

uDxCy

uBxAx&

î
í
ì

=

=

)u,x(gy

)u,x(fx&

1) compte tenu des causalités, écrire les lois associées aux jonctions  

2) compte tenu des causalités, écrire les lois caractéristiques des éléments 

3) à partir de ces équations, expliciter les dérivées des variables d’état en 

fonction des variables d’état (x) et du vecteur des entrées (u) 

4) définir le vecteur des variables mesurées (y). 

Cas général : 

Cas linéaire : 

A: Matrice d’état 

B: Matrice de commande 

C: Matrice d’observation 

D: Matrice de liaison directe 

Méthode pour obtenir la représentation d’état 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

 

 

 

Tableau des équations ({} indique que la variable s’impose)  

1 : Vx Se : F I : m 

C : 1/k R : b 

1 2 

3 
4 

Jonction   1:Vx  Élément I:m 

Élément C:1/k  Élément R:b 

{ }î
í
ì

===

--=

2f4f3f1f

4e3e1e2e

ïî

ï
í
ì

=×=

=

Vxp
m

1
f

ep

22

22&

î
í
ì

=

×=

44

44

fq

qke

& 33 fbe ×=

(3)  

(4)  

(5)  

(6)  

Exemple mécanique 

Modélisation BG  ENSAM  Paris  (M. Rébillat, M. Vergé) 22 

III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

Le BG possède deux éléments (I et C) en causalité intégrale,  

le vecteur d’état comporte deux composantes : donc dim(x) = 2.  

ú
û

ù
ê
ë

é
=

4

2

q

p
x

Vecteur d’état 
1 : Vx Se : F I : m 

C : 1/k R : b 

1 2 

3 
4 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 

Il faut exprimer les dérivées p2 et de q4 en fonction des variables 

d’état et de l’entrée F. 

Obtention de la représentation d’état 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

Regroupons : 

F
0

1

q

p
.

0
m

1

k
m

b

q

p

4

2

4

2 ×ú
û

ù
ê
ë

é
+ú
û

ù
ê
ë

é

ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê

ë

é -
-

=ú
û

ù
ê
ë

é
&

&

Si on mesure la vitesse Vx, la sortie est : 

x0
m

1
Vxy ×úû

ù
êë

é==

Obtention de la représentation d’état (suite) 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

La fonction de transfert se calcule par : 

( ) ( ) DBAIpCpH
1 +×-××= -

Nous obtenons donc, comme précédemment: 

kpbpm

p

)p(F

)p(Vx
2 +×+×

=

De la représentation d’état  

à la fonction de transfert 

Modélisation BG  ENSAM  Paris  (M. Rébillat, M. Vergé) 26 

III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 M1 M2

k

F

a b

V1
V2

Se : F 

I: M1 

TF:b/a  

I:M2  

1:V2  C: 1/k  1:V1 
1 

2 

3 4 

5 

6 

2 éléments en causalité intégrale, donc: ú
û

ù
ê
ë

é
=

6q

2p
x

Pour 1 élément en causalité dérivée, son «état» dépend des autres  

composantes du vecteur d’état. Ici, p5 dépend de p2 et q6 

Exemple mécanique de causalité mixte 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

Jonction 1:V1 
 

 

 (25) 

 

Jonction 1:V2 
 

 

 (26) 

 

Élément C:1/k 
  

 

               (27) 

Transformateur TF 

ï
î

ï
í

ì

×=

=

3f
a

b
4f

4e
a

b
3e

 (28) 

Élément I:M1 
 

 

 (29) 

Élément I:M2 
 

 

 (30) 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

p5 dépend de p2. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

Calcul de la dérivée de p2. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

Calcul de la dérivée de q6. 
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

 
 

F

0
a

b

1M

2M
1

1

x

0
1Ma

b
a

b

1M

2M
1

k
a

b

0

x
2

2

2

2

×

ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê

ë

é

×++×

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

×

×+

×-

=&

Finalement : 

Si on mesure V2 : 

x0
1Ma

b
y ×ú

û

ù
ê
ë

é

×
=
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III - Équations déduites du Bond Graph 

 

Conclusion : 

 

Nous avons obtenu le modèle final par une résolution algébrique. 

 

De plus, dans le cas général, les équations constitutives des éléments R, I, C 

sont généralement non linéaires : l’élimination algébrique n’est pas toujours  

faisable. 

 

On obtient alors un ensemble d’équations différentielles associées aux 

éléments en causalité intégrale et un ensemble d’équations algébriques (ou 

contraintes) associées aux éléments en causalité dérivées.    













































































































































































QCM Bond Graph

Cocher la ou les réponses exactes.

Une réponse exacte donne 2 points. Une réponse partielle ou erronnée retire un point.

Aucun document autorisé

Durée : 1 heure

3/100

Question 1

Choisir le (ou les) Bond Graphs corrects :

A

C CR R

11 0 0Se

B

C CR R

11 0 0Se

C

C CR R

11 0 0Se

D

C CR R

11 0 0Se

Question 2

Soit le Bond Graph de la �gure 1. Cocher la ou les équations correctes en tenant compte de la
causalité.

65
43

21

R:R

Se:F 1:0:V 0:U I:J

C:C

Figure 1 � Bond graph à étudier

1



A :

{
e5 = {e6}
f5 = f6

B :

{
e5 = {e6}
f6 = f5

C :

{
f2 = f5 = f4 = {f3}
e3 = e2 − e5 − e4

D :

{
f2 = f5 = f4 = {f3}
e3 = −e2 + e5 + e4

Question 3

Soit le Bond Graph de la �gure 2. Cocher la ou les a�rmations correctes.

C
IR

R1 0Se

Figure 2 � Bond graph à étudier

A : Le vecteur d'état possède trois composantes
B : Le vecteur d'état possède deux composantes
C : Le vecteur d'état possède une composante
D : Le vecteur d'état possède quatre composantes

Question 4

Soit le Bond Graph de la �gure 3. Cocher la ou les a�rmations correctes.

:

C1C :

0 C1

R

: C2: U i:Se

: R

Figure 3 � Bond graph à étudier

Une représentation d'état associée au Bond Graph est :

A : ẋ = 1
R(1+C1/C2)

(U − x
C2

) B : ẋ = 1
R(1+C2/C1)

(U − x
C1

)

C : ẋ = 1
R(1−C1/C2)

(U + x
C2

) D : ẋ = 1
R(1−C2/C1)

(U + x
C1

)

Question 5

Soit le Bond Graph de la �gure 4. Cocher la ou les a�rmations correctes.
Donner les dimensions (lignes × colonnes) des matrices d'état A et B pour le Bond Graph de la

�gure 4 :

A : A(3,3) et B(1,3) B : A(2,2) et B(2,1) C : A(3,3) et B(3,2) D : A(2,2) et B(2,2)
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I:M

Se:-M·g

TF:r

I:J

1:i

I:L

1:

R:R R:f

GY:K 1:vSe:U

Figure 4 � Bond graph à étudier

Question 6

Un moteur à courant continu est caractérisé par R, L, K. Il entraîne une inertie J et l'on note f
le frottement visqueux en rotation.

Figure 5 � Système à étudier

Choisir le (ou les) Bond Graphs corrects :
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A

I:J

1:i

I:L

1:

R:R R:f

Se:U GY:KU
i

B

I:J

1:i

I:L

1:

R:R R:f

Se:U GY:KU
i

C

I:J

1:i

I:L

1:

R:R
R:f

Se:U GY:1/KU
i

D

I:J

1:i

I:L

1:

R:R R:f

Se:U GY:1/KU
i

Question 7

Soit le Bond Graph de la �gure 6.
En tenant compte des causalités, quel est le schéma équivalent associé à l'élément C :1/k ?

A

f1
k/pe1

B

f1
kpe1

C

e1
kpf1

D

e1
k/pf1

4



1C:1/k I:MTF:a0
1 2 3 4

6

7

Figure 6 � Bond graph à étudier

Question 8

Soit le Bond Graph de la �gure 7. Cocher la ou les a�rmations correctes.

C:C2

I:L2

C:C1

0:Vs

I:L1

1Se:Ve

2

3

4

5

61

Figure 7 � Bond graph à étudier

La fonction de transfert H(p) liant e1 et f6 est :

A : H(p) =
C1p

(1 + L1C1p2)(1 + L2C2p2) + L2C1p2
B : H(p) =

L2C1p
2

(1 + L1C1p2)(1 + L2C2p2) + L2C1p2

C : H(p) =
1 + L2C2p

2

(1 + L1C1p2)(1 + L2C2p2) + L2C1p2
D : H(p) =

(1 + L2C2p
2)C1p

(1 + L1C1p2)(1 + L2C2p2) + L2C1p2

Question 9

Cocher la ou les a�rmations exactes. En hydraulique, les associations sont (P : pression, Q :
débit volumique, V : vitesse) :

A :

{
e : P
f : V

B :

{
e : P
f : Q

C :

{
f : P
e : Q

D :

{
f : P
e : V

Question 10

A quelle conditions les deux Bond Graphs de la �gure 8 sont-ils équivalents ?

A : R :m2 × b B : R :m2/b C : R :m× b D : R :b/m

5



1

1

R: ?

R: b0TF:m

Figure 8 � Bond graphs à étudier
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